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5.8. Linia ugiecia belki

W wielu zagadnieniach ocena bezpieczenistwa wedtug wzoru (5.19) musi by¢: uzupel-
niona okregleniem odksztalcen (przemieszczen) belki. Ich warto$¢ bowiem moze w réwnym
stopniu co i bezpieczefistwo decydowaé o przydatnosci konstrukcji.

Wyznaczenie przemieszczen rozpoczniemy
od okreflenia postaci odksztalconej osi
AB'C’“belki zginanej w plaszczyZnie rysu-
nku (rys. 5.48). Of$ ta, jak wiemy, pokrywa
sie z warstwa obojetna, wobec czego jej
krzywizna 1/o wedlug wzoru (5.16)

/o = M,(x)/EJ,,

jest zwidzana z lokalng wartoScia M, {x) mo-
mentu gnacego. Obierajac jako o§ odcigtych
nicodksztalcona o$ belki, widzimy, Ze postaé
odksztalconej osi, tzw. linia ugigcia, bedzie
znana, jesli wyznaczymy rzedne w(x) tej osi.
Z geometrii rézniczkowe]j wiemy, ze krzywizna
1/¢ linii w(x) wyraza si¢ wzorem
e =w'[(1+w?)3?

. .ol 3
. Lot L . . 2(3¢- ) Pl
1 po podstaw1e1‘nu~do poprzednie] zaleznosci _ _P)é gy % 1380y
mamy réwnanie ’ _ | .
W M%) ! c X
(1+w'2)32 EJ, ’ (a) ~ Rys. 5.48. Okreslenie ugieé belki

wiazace w formie rézniczkowej poszukiwana funkcje w(x) z obciaZzeniem wyrazonym
przez My (x) i sztywnoscig belki EJ,. Ta ostatnia moze by¢ stala lub zmienna.

W ogromnej wigkszo$ci zagadnied technicznych rzedne w(x), tzw. ugiecia, sa bardzo
mate w poréwnaniu z diugoscia belki, wobec cZego male sa tez katy ugigcia #. Dila takiego
przypadku, tzw. malych ugieé, mozna w réwnaniu (a) pomingé czton w'? w stosunku do’
Jednosci. Dzigki temu réwnanie to przybi€ra uproszczong postac

‘ o Mg(x)
| w =—F , o (5.20)
Zgodnie przy tym z umowa, wprowadzong w art. 5.2, moment M (x) uwaZzamy za dodatni,
gdy wywoluje on naprezenia §ciskajace w gornej czgéci belki (rys. 5.5). Z taka sama do-
kladnoscia jak powyzZej napiszemy, ze kat ugigcia (mierzony w radianach)
) Drtgh=w. - ' (5.21)

Samo wyznaczenie w(x) sprowadza si¢ do dwukrotnego scalkowania stronami réwnania
(5.20), bedacego najprostszym réwnaniem rézniczkowym drugiego rzgdu. Z matematyki
wiadomo, ¢ w wyniku catkowania otrzymujemy funkcje w(x) obarczona dowolna funkcja
lilfidwa,Cx-i-D, gdzie stale catkowania C i D musza by¢ okreslone z warunkéw brzego-
wych (podporowych). Nalezy tu rozréznié dwa'_Wari‘anty. W pierwszym z nich, gdy w''(x)
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okreslone jest na calej belce jedna tylko funkcjg x, stale CiD wyznaczamy z warunkow
unieruchomienia beiki jako catosci. I tak dla przypadku (rys 5.48), gdy EJ, = const,
mamy w utwierdzonym przekroju 4 (x = 0)

(Wxeo =0 oraz (W) =0, (5.22)

gdyz przekrdj ten nie ulega ani przesuniegciu, ani obrotowi. Jeéli bowiem pomina¢ odksztal-
cenia od napre¢Zen stycznych (rys. 5.37), to przekroje poprzeczne zosta_]q prostopadle
do odksztalconej osi.

Podobnie dla belki dwupodporowej (rys. 5.7) mamy dwa warunki

) (W)x=0 =0 oraz (Wh-=0, (5 '23)
wystarczajace do okreSlenia dwéch stalych C i D. -

W wariancie drugim, jak na rys. 5.10, gdy w"(x) okretlone jest w kol¢jnych odcinkach
AD, DE, ... belki réznymi funkcjami wy (x), w5 (x), ..., calkowanie réwnania (5.20) daje
~ odpowiednio rézne wyraZenia |

wi(x)+Cy, W:'z(x)+cz, ey Wl(x)+cl x+Dj, wy(x)+Cyx+D,, ... (b)
z réznyml statymi catkowania C,, P;, Cs, D5, ... Do wyznaczenia tych stalych mamy,
Jak poprzednio, dwa warunki typu (5.23), a ponadto w miejscach styku D, E, ... kolejnych
odcinkéw, tzw. warunki cigglosci. Te ostatnie wyrazaja fakt, ze w miejscu styku odpo-
wiednie galezie linii ugi¢cia maja wspdlng rzedna i wspdlna styczna, gdyz w'’ ma wszedzie
warto§é skoriczong i pochodna w’ nie moze mie¢ przeskokéw. Tak na przyklad w prze-
kroju D, tj. x = a,, mamy
wi(a)+Cy = wy(a)+Cy,  wia)+Cra +Dy =wy(a))+Cra,+Ds, (©

i podobnie w pozostalych przekrojach E i F. Latwo sprawdzi¢, Ze liczba warunk(’)w ciggloéei
tacznie z warunkami typu (5.23) lub (5.22) jest réwna liczbie szukanych statych catkowania.

. : X D’
a) po odksztatceniu b) 7] ,
rzed odksztatceniem i ————-ID
% p g - . N .‘-d.S
Bl C & l— N ’- ’l} i
A et § c o ¢ 8 w } \ -
Al=0 .
po I . )
L >

Rys. 5.49. Uproszczony obraz przemieszczeri punktéw belki

Poniewaz rzedne w(x) sa z zaloZenia male, zatem z doktadnos$cig do rhatych wyiszégo
rzedu mozna przyjaé, ze calkowite przemieszczenia BB', CC’, ... punktéw B, C osi sa
prostopadie' do pierwotnej osi ABC (rys. 5.49a). Takie same przemieszczenia jak punkty

(M Diugosé s odksztalconej osi AB'C’, jako lezacej w warstwie obojgtnej, jest rowna dlugosci pier- -
wotnej I. Rzut linii AB'C’ na o§ x jest nieco l;rétszy niz / i wynosi 11‘ = f ds cos #, a przesunigcie Al =
= ]—1,. Zauwazmy (rys. 5.49b), ze dscos & = ds [1 —(8%/2)] = ds[1—(w'?/2)]. Z taka sama wigC
doktadnoscia, jak przy formultowaniu (5.20), moina napisaé'ds cos ¥ =~ ds, a wtedy f dscos @ =
~ f ds = I i Al = 0. To. samo mozna udowodni¢ dla dowolnego punktu B osi: belki.
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osi maja punkty warstwy obojetnej, ktéra przy zgigciu belki w plaszczyznie rysunku jest
do tej plaszczyzny prostopadia. Inne sa natomiast przemieszczenia punktow lezacych poza
warstwa obojetng jak punkt D (rys. 5.49b). Pomijajac wplyw naprezen stycznych, czyli
zakladajac, e przekroje zostaja do osi belki prostopadte, widzimy, ze przemieszczenie DD’
punktu D ma sktadowa pionowa DD i poziomg D"”D’

‘DD = w+zcosb—zxw, D'D = —zsindx —zdx —zw'. " (5.24)
_ Powy2sze rozumowanie dowodzi, ze znajomos¢ linii ugigcia wysté.rcza przy pewnych
uzasadnionych uproszczeniach do okre§lenia przemieszczern wszystkich punktéw belki.

Z tego powodu przy badaniu przemieszczern w belkach koncentrujemy si¢ na okresle-
niu samej tylko linii ugigcia.

Zadania

1. Wyznaczyé linie ugiecia pryzmatycznej belki (rys. 5.48) o przekrojix kolowym. Okreslié ek-
stremalny kat ugiecia &, i ekstremalne ugiecie |w.| = f, tzw. strzalke ugigcia. Przyjaé, ze P = 10 kN
I=1m, E=2-10° MPa, a dopuszczalne naprezenie k, — k. = 100 MPa.

Rozwigzanie. Moment gnacy okreflony jest jedna tylko funkcja

M,=P3l-x) ©O<x<D

i ma warto$¢ dodatniag. Wstawiajac to wyrazenie do (-5.20) i catkujac stronami (przy EJ, = const) ma-
my w wyniku

w = fwdx+C = [ [P U—x)/EL,) dx+C = (P|EJ) [Ix—(x*/2)]+C.
Calkujgc podobnie powyisze wyrazenie otrzymujemy
w= [ w dx+D = (PJEJ) [(x*/2)—(x3/6))+Cx+D..

Stale calkowania wyznaczamy z warunkow (5.22), stad

. €=0, . D=0, ~
i w rezultacie mamy poszukiwany kat @ oraz ugigcie w
H ‘ 2 .

-
&

2EJ, 6EJ,

Ich przebieg (w duzej skali) podaje rysunek. Wida¢, ze # i w sa na calej dtugosci belki dodatnie, co
zgadza sie z intuicja. Ekstremalny kat &, i ekstremalne |w,| = f wyst¢puja na swobodnym koficu belki
(x=10isa . .

. ] Plz Pl3
‘&c T = !w = . 5.25
. sei £ = =35 (5.25)

Przy podanych wartosciach liczbowych mamy (Mg exste = 10 KN m. Z warunku (5.19) i W, = rd?/32
otrzymujemy $rednice d = 10 cm, skad EJ, = w Ed*/64 = 0,98-10° Nm2, a z wzorow (5.25)

_ 104 . 12 104 . 13
¢ 2-098-10° 3-0,98-10°
Jak wida¢, (/1D jest tu rzedu 1/300. W praktyce wartosci (f/l) w zaleznosci od przeznaczenia sa rzedu
10-2=]0-5 (te ostatnie w urzadzeniach pomiarowych).

~0,51-10-2 rad ~0,29°, f= ~0,34:10- m = 0,34 cm .
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2. Wyznaczy< lini¢ ugiecia pryzmatycznej belki (rys. 5.50) i wiclkoéc katow 9, i 95 na podporach
oraz strzatke ugiecia f.
Odp. Mamy tu znowu pierwszy wariant catkowania (5.20), gdyz

M, (x) = M;x/l

jest okreflony tylko jedna funkcja, a EJ, = const Po kolejnym scalkowaniu (5.20) jak poprzednio
_mamy

W = (Mpx*UEI)+C, w=(Mjx*6lEJ)+Cx+D.

a) _q
A_M_HH‘_\H{ "3+
2 ) b 3 x
b)’
iy
A 8 x
; A l 7
—_— X — o M;
{ >l ¥
A [ T
- Rys. 5.50. Rys. 5.51.

Warunki podporowe sa tym razem typu (5.23), skad obliczamy D =0i C = —Mgl/6EJ,. W rezultacie
mamy

Myl | My x? My x 12
=W = - B TR = - 82 ([2-x?%), e
¥ 6EJ, + 21EJ, ¢ aes, &) ©
Wyk.resy Piw podajo (w duzej skali) rysunek. Katy ugiecia na podporach sa \
. Myl Myl ‘
] =19x.= =2 = () = B 5.26
= @ = = B Ba = B = (5.26)

Fd

przy czym @, <0 zgadza si¢ z tym, e w obranym u]dadzie wspolrzednych  mamy
(W) .o <0. W tymize ukladzie rzgdne w sa tez ujemne. Ekstremalna wartos¢ lw.| odpowiada przekro-
jowi C, wktorym & = w’ =0, czyli xc = Y3 i jest

= | we| = My 129 V3 EJ, ~ My I*[15,1EJ,. 62D

3. Dia podanych pryzmatycznych belek (rys, 5.51) wyznaczy¢ lle ugigcia w (x), strzatke i ek-
stremalny kat ugiecia.
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Odp. Przyklady odpowiadajg pierwszemu wariantowi caltkowania.

gx (I3 —2Ix*+ x3) 5q1* q® .
a = — - N = - = e —-19 = 'ﬂ — M
A 24EJ, = Whmita =i pr 4=V = uET
2612 2 4 3
by w=— PO AED) p =2 6 = @)= -
24EJ, , 8ET, 6EJ
* * ;2 R * '
Qw="MX =MLl g ), =Ml

2EJ,

EJ,

) ‘ )
Rys. 5.52. Analiza ugiecia dwupodporowej belki wywolanego sita skupiona

4. Wyznaczy¢ lini¢ ugigcia pryzmatycznej dwupodporowej belki (rys. 5.52) obciazonej sila sku-
piong. Przedyskutowaé wyniki. :

Rozwigzanie. Mamy tu drugi wariant calkowania linii ugigcia, gdyz moment gnacy okreslaja
dwic rézne funkcje: '

w przedziale I 0 < x < a) M, = Pbx/l,

w przedziale II (a < x <) My = (Pbx/D)—P (x—a).

~

Oznaczajac odpowiednio w; i wy; ugiecia w tych przedziatach mamy z réwnania (5.20)
EJ,w; = Pbx/l, EJ,wi = (Pbx/))—Px+Pa,
a po kolejnych catkowaniach przy EJ, = const
El,wyp = (Pbx*[2D+Cy, EJ, wy = (Pbx?/2)—(Px?[2)-+Pax+C,,
EJ, w; = (Pbx®|60)+-Cy x+ Dy, EJ, wir = (Pbx?]6]) —(Px3[6)+(Pax*[2)+ Cs x+ D, .
Wykorzystujgc warunki ciaglo$ci w przekroju C (x = a), tzn. .
) WDsea = Widsmas  Wiema = WiDdsma »

/
oraz warunki podporowe (Wps=o =0 i (W;)x=1 =0 mamy w wyniku cztery réwnania

. Ci—C, = Pa2]2 N (C]__Cz) a+D1‘—D2 = Pa3/3 . D, ==0 y C, [+Dz = "—Pa!2/3.

9 Wyt.rzymaloéé materiatow
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Rozwigzanie tych rdwnan daje poszukiwane wartosci stalych

C, = —Pab(+0)/61, C,= —PaQl*+a?)j6!, D, =0, D, = Pa’6,

dzieki ¢zemu mozna wykresli¢ przebieg kata ¢ (x) i ugiecia w (x), jak to podaje rysunek (w duzej skali).
Katy ugigcia #, i #5 na podporach otrzvmujemy wstawiajac x = 0 do wzoru na &, = w, oraz x = [
do wzoru na #;; = w,;. W wyniku mamy

&4 = —Pab(I+b)/6IEJ,, g = Pab(l+a)/6lEJ,, : (5.28)
przy czym ¥, jest ujemne, gdyZz w obranym ukladzie wspélrzednych (w))e-o << 0. Ujemne sa tez rzedne
w (x), jak w przekroju C

We = (Wp)sma = (Wir)xma = —Pa?b*[3EJ, . (5.29)
Dla petnosci obrazu obliczmy tez strzatke ugiggia f = [we|. Gdy a > 12, wowezas w, wystgpuje w prze-
dziale I, tam gdzie w, = 0. Odpowiadajaca temu odcigta x, = V (I —b%)/3, a warto$é iwc'
= |we] = Pb (I*—b*)¥2 9EJ, 1 }/3 . ' ()
Latwo si¢ przekonaé, ze odcieta x, niewiele r6ézni si¢ od //2. Nawet gdy b — 0, wowczas x; — 1/1/3
i x1—(/2) =~ 0,08]. To powoduje, ze réznica w,—(W); ., /2 jest tez niewielka i nawet w granicznym przy-
padku", gdy b —> 0, wowczas |w,—(W)oij2) < 2,5% |we'. .

Spostrzezenie to wykorzystujemy i w innych przypadkach belek dwupodporowych. Jesli miano-
wicie M,(x) nie zmienia znaku na calej dlugosci belki, to z techniczna dokladnoscia

We =2 Wy oy/2- - (2)
W przypadku szczegdlnym, gdy a = b = Ij2, mamy
- —8, = 95 = PI*/16EJ,, f=|w.| = PI*/48EJ,. (5.30)

5. Po belce (rys. 5.52) przesuwa sig cigzar P. Jaklemu poiozemu P odpowiada: a) ekstremalna
strzalka, b) ekstremainy kat ©?

Odp. a) obliczajac z wzoru (f) ﬁﬂdb z warunku dffdb = 0 mamy b = Ij2 i fma - = PI*/48EJ,;
b) z rys. 5.52 widaé, ze ekstremalne # jest na podporze B. Z warunku dés/db = 0, przy czym a = [--
—b, mamy b = l--(l/]/_ ) i ostateczme (P8)max = PI2/9 }/3EJ,.

6. Dobraé érednice d.. stalowego walka, ktorego schemat statyczny odpowiada rys. 5.52, aby
ugiccie w przekroju C mie przekraczato 0,5 mm i aby naprezenia byly mniejsze od k. = 100 MPa
Dane liczbowe: P = 10kN, I =1m, a = 0,6 m, E = 2,0:-10° MPa.

"Odp. Mamy tu niezalezne warunki [wc] < 0,5mm i [o‘,] < k,. Z pierwszego przy wykorzystaniu
. (5.29) mamy J, = 192 cm*, skad &’ = 7,9 cm, z drugiego W, = 24 cm?, skad 4V = 6,2 cm. Wida¢,
ze postulat sztywnosci Jest tu ostrzejszy i d =d’ = 7,9 cm.

7. Podporami walka z zadania 6 sa w rzeczywistosci lozyska kulkowe Jeanorzqdowe (rys. 5.3a):
ktorych luz katowy #, = 0,1°. Czy takie rozwiazanie jest prawidtowe?

Odp. Tak, bo obliczone z wzor6éw (5.28) przy J, = 192 cm* katy ¢, = 1,46-10-3 rad oraz 95 =
= 1,66+10-° rad sa mhiejsze niz §o = 1,75- -1072 rad.

8. W belce (rys. 5.52) nis zmieniajac przekroju zwiekszono dwukrotme wymiary a, & i Jednoczes-
nie zmniejszono dwukrotnie sile P. Jak zmienia si¢ naprezenia o, ugiecia i katy ugigcia w odpowiadaja-
cych sobie punktach belki pierwotnej i wydtuzonej?

Odp. Naprezenia o te same, ugiecia wzrosna 4 razy, katy — 2 razy.

9. Wykorzystujac wyniki zadania 4 obliczyé ugigcie przekroju C i katy ugigcia na podporach

belki (rys. 5.53).

) Gdy b0, wowczas (W12 = —PI*b/16EJ,, w, — —PI*b/9 ]/§EJ,
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Odp. Stosujac-zasade superpozycji ¢! rozktadamy zadanie na trzy bedace kopia zadania 4. Z wzo-
row (5.28) obliczamy kolejno :

F0 = ~1,75.10"% rad, _#D = —1,00-10-3 rad, #P = 0,94-10- rad,

a catkowity kat ¢, = &+ 0P8 = —1,81:10-* rad = —0,104°. Podobnie wyznaczamy 95 ==
= 0,94-10~2 rad = 0,054°. Przy obhczcmu wc) stosujemy wzor dla (w;y) x...1j2, gdyz przekroj C lezy
na prawo od sity P,. Po przeksztalceniach otrzymujemy

W = —P, a,(31* —4a})BE], = —1,83-10-% m = —1,83 mm,

Pz"4kN
Y - 7 X 5 T =
z . z - M
q—‘lm—-J % "W w2 .&
- 2m - ,
) | e~ % ﬁP.;:BkN

)y = const = 44108 Nm L 7 ) wi 7@7

Rys. 5.53. Przyktad zastosowania zasady superpozycji

gdzie a@; = 1 m — odcigta odpownadajqca sile P,. Przy obliczeniu wf_.z’

wykorzystujemy wzor (5.30),
a przy okresleniu w(3) bierzemy '
W = (W)e=i/2 = —P;3 b3(312 —4b2)/48EJ, = 1,37 mm ,
gdyz xc = I/2, a3 = 3 m oraz Py = —6 kN. W wyniku
‘ We = w::”+ w4 Q‘:) = —1,83—1,3341,37 = —1,79 mm,
a wigc wypadkowe ugiedie wc jest do dolhu. ‘

10. Wykorzystujac wyniki poprzednich zadan wyznaczy¢é katy ugigeia &, i 9¢ oraz ugigcie we
belki (rys. 5.54).

Rozwigzanie. Po wprowadzemu dwoch przeawnych momentéw M} = gl?/2 sprowadzamy za-
danie do superpozycji trzech prostszych. W pierwszym z nich czgs¢ AB zostaje nieddksztalcona, bo

M =0, sytuacja za$ czesci BC jest identyczna jak belki (rys. 5.51b), wobec czego z zadania 3 mamy
' 0‘4" =0, ﬁ‘c“ = ql3|6EJ, , w‘c" = gql*{ 8EJ, .
Podobnie w drugim przypadku, tj. dziatania M} = g/?/2, wvkorzystujemy wyniki zadania 2. Zwazy-
wszy, ze cz¢s¢ BC, w ktorej M;” = 0, obraca sie jako sztywna calos¢ o kat &5 mamy
19;2’ = gl*/,/12EJ, , 1922) = g = qlzl‘l‘/GEJj, , w‘c"” = gl = gl*l/6EJ,.
Na koniec w trzecim przypadku, identycznym z podanym na rys. 5.51a, otrzymujemy

D = glj24ET,, OO = 8, = ql}f24EJ,, wc =0yl = ql}I/24EJ,,

(O Rownanie (5.20) jest liniowe i ma posta¢ w’’ = f(x), gdzie f(x) = M (x)/EJ,. Jesli na belke
dzialaja kolejno obciazenia f;(x) i f2(x), kiébrym _odpowiadajq ugiecia w; i wa, to ich laczne dziatanie
fFx) = fi(x)+f2(x) daje ugigcle w = w;+w,, a to jest wlasnie zasada superpozycji.
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a ostateczny wynik po uwzglednieniu zwrotéw jak na rysunkach R
By = ﬁ;" + 19;” — 19‘;” = (gl*l,/12E],)—(ql3[24EJ,) ,

Bc = (qI3/24EJ,) (483 +4E2—1),  we = (qI%/24ET,) RE*+4£3~§),

gdzie § = I{l,. Jak wida¢, w takich zadaniach celowe jest postugiwanie sie szkicami odksztatcen belki
odpowiadajacych poszczegdlnym obciazeniom skladowym.
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Rys. 5.54, Przykiad wykorzystania zasady superpozycji

11. W belce (rys. 5.20a) ¢; = c, oraz EJ, = const. Przy jakiej wartosci stosunku ¢,//; = § katy
ugiecia #. i ¥p sa réwne zeru? )

Odp. Kat || = |#| = (g/}/24EJ,) (45*+662—1) i z warunku & = O otrzymujemy & = ¢s/ly =
= 0,366. Wynik ma praktyczne znaczenie w konstrukcji aw przyrzadéw pomiarowych.



